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イ図のような計算幾何学の手法は以前から利用されてきた *1 . 計算機によるホモロジーの
計算が1990年代にある程度実用的になり,2000年代にパーシステントホモロジーの概念




ができるようになった.すでにアモルファスの構造解析 [7, 8] やタンパク質 [9] の解析,
ウイルスの遺伝的進化 [10] の解析,センサーネッ トワーク [11】の解析,などへの応用例
などがある.
* 〒980‐8577宮城県仙台市青葉区片平2‐1‐1, Email: ippei.obayashi.d8@tohoku.ac.jp
*1 ボロノイ図の数学的な概念自体は非常に古いものらしい.実用的な計算アルゴリズムである Formne の走






























の情報は明らかに 「  n 個の連結成分」 だけである (図 2(\mathrm{a})). そのため,データの幾何的情
報を見るために各点に半径 r の円を貼り付ける (図 2(\mathrm{b})). すると位相構造が新たに生成さ
















穴が現れない 穴が発生する:半径  b 穴が消滅する:半径 d
図3 半径を変えたときの穴の生成と消滅





を 0 から大きくしていき,対象の図形の増大列を作る.すると,図3のように r が増大す
るにつれ穴が発生したり消滅したりする.パーシステントホモロジーの技法を用いると,
各穴が発生する半径 b とそれが埋められて消滅する半径 d を対で計算することができる.
この b を発生時刻 (birth time), d を消滅時刻 (death fime), と呼び,対 (b,d) をパーシス
テンス対,生存対 (Uirth‐deaffi pair) と呼ぶ.最終的に得られるものは対の有限個の集合
\{(b_{i}, d_{\dot{ $\iota$}})\}_{i=1}^{s}\cup\{(b_{i_{\rangle}}\infty)\}_{i=s+1^{*2}}^{ $\epsilon$+t}であり,これを (x, y) ‐平面にプロットしたものがパーシ
ステント図(persistence diagam) である.ホモロジーは空間が \mathbb{R}^{N} であれば 0 から N‐l
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図4 円形の点集合データ (a) とそのパーシステンス図 (b)
パーシステント図の意味をより深く考えるため,円形の点集合データ (図 4(\mathrm{a})) とその1
*20次のホモロジーを考えると,どんなに半径を大きくしても連結成分が一つ残る.これは消滅時刻が \infty
であるとみなす





ンス対の意味から考えるとその発生時刻 (x 軸) はリングをなす点の間の距離の1/2に対応






























\bullet  n個のボロノイ領域が接するとき,領域に対応する n 頂点に半径 r の円盤を置いて
その n個の円盤が共通部分を持つならそこに (n-1) ‐単体を張る
図6では平面上の3点で r を変えた場合で,一方は面が張られ,もう一方は面が張られな
い例である.このようにして得られた単体複体は脈体定理 [4] より
|\displaystyle \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{p}(P, r)|\simeq\bigcup_{u_{i}\in P}B_{r}(u_{i})
が任意の r>0 で成立する.ここで \simeq はホモトピー同値を意味し, |\cdot| は単体の幾何的実
現を意味する.つまり半径 r の円を各点に置いたものとアルファ複体はホモトピー同値と






径 r を 0 から増大させると,単体複体の増大列が得られる.これはアルファフィルトレー
ションと呼ばれる.また,ドロネー複体上の各単体  $\sigma$ に対し,  r を増大させたときにそ
の単体が張られる瞬間の r を r_{ $\sigma$} と書くことにする.アルファフィルトレーションはcgal
(http: //cgal. \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{g}) などで計算できる.
3.2 パーシステントホモロジー
実は,パーシステントホモロジーはアルファフィルトレ一ションに限らず一般の単体複
体の増大列に対して定義できる.そこでまず単体 { $\sigma$_{1} ) . . ., $\sigma$_{K} } からなる単体複体を考え,
以下の条件が成立していると仮定しよう.
Condition 1. \{$\sigma$_{1}, \cdots$\sigma$_{k}\} が任意の 1\leq k\leq K において部分複体となる
このとき, \{$\sigma$_{1} , \cdots  $\sigma$緑の幾何的実現を  X_{k} と置くと, X_{1} \hookrightarrow. ..\mapsto X_{K} という包含
写像の列ができ,この列に射応する体 Q^{*4}を係数とするホモロジー加群の列  H_{*}(X_{1})\rightarrow
. . . \rightarrow H_{*}(X_{K}) ができる.これをパーシステントホモロジーという.するとこの列はパー
システントホモロジーの構造定理 [6] により,既約区間(intervaldecomposable)
\mathrm{I}[i,j)=0\rightarrow\ldots\rightarrow 0
\rightarrow Q\rightarrow 1\cdots\rightarrow 1Q\rightarrow 0\rightarrow\ldots\rightarrow 0
(i 番目から j-1 番目まで非零)
の直和で一意に分解できる.例えば
H_{\ell}(X_{\mathrm{i}}) \rightarrow 恥 (X_{2}) \rightarrow  H_{\ell}(X_{3}) \rightarrow
 11 11 11
0 \rightarrow Q \rightarrow\sim Q \rightarrow . . .
\oplus \oplus \oplus
 0 \rightarrow Q \rightarrow 0 \rightarrow . . .
\oplus \oplus \oplus
のような分解が可能となる.この分解において  0\rightarrow Q はホモロジーの生成元の 「発生」
を, Q\rightarrow 1Q はその 「持続」 を, Q\rightarrow 0 はその 「消滅」 を,それぞれ意味する.これが2
節で説明した 「穴」 の生成と消滅の数学的に厳密な定義である.そして,各 \mathrm{I}[i,j ) に対し
て (i,j) という対を対応させたものがパーシステンス対である.




\{r_{ $\sigma$} | $\sigma$\in \mathrm{D}\mathrm{e}1(P)\} に含まれている場合のみであることがすぐにわかる.これは有限個で
あるのでドロネー複体の単体を r_{ $\sigma$} によって昇順に並べ,同じ発生半径を持つ単体がある
場合には適切に順序を決めると (この順で並べたものを \{$\sigma$_{1}, \ldots, $\sigma$_{K}\} とする), 条件1を




から得られる帰結である *5 . ここではパーシステントホモロジーの問題をどのようにして
多項式環の問題に還元するか\searrow という一般論は置いておいて,簡単な例題を代わりに用
いることでこの分解について直感的に述べよう.ここでは,  f_{1} : V_{1}\rightarrow V_{2}, f_{2}:V_{2}\rightarrow V_{3}
(Vi, V_{2} , V3:有限次元ベクトル空間, f_{1}, f_{2} :線形写像) という写像があるとしよう.すると,
以下のような分解が可能である.
V_{1} \rightarrow f_{1} V_{2} \rightarrow f_{2} V_{3}
\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{1})|| \rightarrow 0|| \rightarrow 0||
\oplus \oplus \oplus
\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2}\mathrm{o}f_{1})/\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{1}) \rightarrow\sim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2})\cap \mathrm{i}\mathrm{m}(f_{1}) \rightarrow  0
\oplus \oplus \oplus
 V_{1}/\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2}\mathrm{o}f_{1}) \rightarrow\sim \mathrm{i}\mathrm{m}(f_{1})/(\mathrm{i}\mathrm{m}(f_{1})\cap \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2})) \rightarrow\sim \mathrm{i}\mathrm{m}(f_{2}\mathrm{o}f_{1})
\oplus \oplus \oplus
 0 \rightarrow \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2})/(\mathrm{i}\mathrm{m}(f_{1})\cap \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2})) \rightarrow 0
\oplus \oplus \oplus
 0 \rightarrow V_{2}/(\mathrm{i}\mathrm{m}(f_{1})+\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(f_{2})) \rightarrow\sim \mathrm{i}\mathrm{m}(f_{2})/\mathrm{i}\mathrm{m}(f_{2}\mathrm{o}f_{1})
\oplus \oplus \oplus
 0 \rightarrow 0 \rightarrow V_{3}/\mathrm{i}\mathrm{m}(f_{2})
この分解を見ればわかるように,分解定理は包含写像から導出されるホモロジー加群の列
に限らず適用可能である.実際そういったアイデアによるパーシステントホモロジーの拡
張(例えばジグザグパーシステンス [12, 13]) が考案されている.













\displaystyle \frac{\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}^{\mathrm{i}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}1.\ovalbox{\tt\small REJECT}.\text{き}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{し}\mathrm{a}\mathrm{e}(\hslash^{ $\theta$}\mathbb{Z}_{2}\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{D}}^{\mathrm{a}\mathrm{A}})}{\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}j=1,.,n\mathrm{d}\mathrm{o}}
while there exists i<j with low(i) =1\mathrm{o}\mathrm{w}(j) do
add column i to column j





















\mathrm{V}\mathrm{R}(P,r)= { $\sigma$=\{v_{1_{\rangle}}\ldots, v_{k}\}\subset P|d(v_{i},v_{j})\leq r for all i,j }































離では構造を持つ (短距離秩序,Short Range Order と呼ばれる) ような固体である.代表
的な物質としてシリカガラス (\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{O}_{2}) がある.一方液体も短距離秩序がある一方で長距離
構造を持たず,アモルファスと液体の違いは何なのかははっきりとはわかっていない.現
在のところ,アモルファス特有の構造として中距離秩序(Midium Range Order) と呼べる
ものが存在するのではないかと考えられている.ここで紹介する論文では,この中距離秩
序をパーシステント図で特徴付けている.
この論文の内容を紹介するために,まずopfimal cycle[15, 16] について紹介する.ホモロ
ジーはチェイン複体 \{C_{q}\}_{q} 上の境界作用素 \partial_{q} : C_{q}\rightarrow C_{q-1} によって H_{q}=Z_{q}/B_{q}, Z_{q}=
\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\partial_{q}, B_{q}=\mathrm{i}\mathrm{m}\partial_{q+1} と定義される. H_{q} の基底ベクトルが図形上の穴や空洞などを表して
いる.しかし, B_{\mathrm{q}} で割っているため,この基底ベクトル自体は具体的な幾何的オブジェ
































いる (大きい丸が酸素原子,小さい丸がケイ素原子を表している). C_{T} は最近接の3原子








































\bullet Persistence Scale Space Kemel (PSSK)[18]
\bullet Persistence Weighted Gaussian Kernel (PWGK)[19]
\bullet Persistence image[20]
今のところ決定版と呼べる手法はなく,様々な手法が試されている.基本的にはどれも適







 X_{1,1} \hookrightarrow X_{1,2} \hookrightarrow
\mathrm{J}^{\cdot} \uparrow









 H_{\ell}(X_{1,1}) \rightarrow H_{l}(X_{1,2}) \rightarrow
\uparrow \uparrow








[21] では一つ目のアプローチにより rank invariant という概念を提案している.
RIVET[22] ではこのアイデアを使って多次元パーシステントホモロジーの見事な可視化
ソフトウェアを実現している.
[23] では二つ目のアプローチで comnutative ladderという名前で図式が小さな梯子型
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